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Resumo 

^ . 
^^ . Analisamos um problema de tres corpos interagindo mutuamente 

£^| via forgas harmonicas no contexto do formalismo newtoniano. Uma 

(— I ' solucao analitica exata para este problema e encontrada por meio de 

Qh' uma abordagem didatica e os caminhos para a analise do problema de 

A'' corpos sao indicados. 

is>( I The problem of three particles interacting through harmonic forces 

j_j ■ is discussed within the Newtonian formalism. By means of a didactic 

^ - approach, an exact analytical solution is found, and ways to extend it 

to the iV-body case are pointed out. 
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1 Introducao 

Apesar dos esforgos dos fisicos e matematicos por mais que dois seculos de 
pesquisa, o problema geral de A^ corpos interagindo inutuamente e movendo- 
se de acordo com as leis de Newton, para N > 2, nunca foi resolvido exata- 
mente. O problema de dois corpos sujeito a forgas que dependem do vetor 
posigao relativa pode ser reduzido a dois problemas de um corpo, um dos 
quais descreve o movimento do centro de massa e o outro o movimento re- 
lativo. A = 3 e o menor valor de A que torna o problema de A^ corpos 
insoluvel no caso geral. Contudo, sob suposigoes especiais a respeito do tipo 
de movimento e interagao, solugSes analiticas para o problema de A corpos 
podem ser encontradas. 

No caso do problema de tres corpos com interagoes gravitacionais algumas 
solugoes especiais sao normalmente apresentadas nos livros texto de mecanica 
classica. No cliamado problema restrito de tres corpos, dois corpos pesados 
movem-se em torno do centro de massa comum enquanto um terceiro corpo 
leve move-se no mesmo piano ||lI|-0. No cliamado caso de Lagrange os tres 
corpos estao durante todo o movimento sobre os vertices de um triangulo 
equilatero, que gira em torno de um eixo perpendicular ao piano dos corpos 
enquanto troca de tamanho [Q-[0|- Existe ainda uma outra solugao especial 
para o problema de tres corpos interagindo gravitacionalmente conhecida co- 
mo caso de Euler. Neste ultimo caso os corpos movem-se ao longo da mesma 
linha reta durante todo o movimento P|-[l^. Uma outra solugao especial e 



essa de A corpos de massas similares sujeita a forgas similares movendo-se 
sobre os vertices de um poligono regular de A lados [0. Todos estes movi- 
mentos especiais sao de grande importancia pedagogica tendo em vista que 
eles sao solugoes de um problema insoluvel no caso geral. Contudo, a reso- 
lugao do caso de Lagrange, como apresentada pelos autores de livros-texto, 
recorre a um sistema de coordenadas em rotagao requerendo desta forma um 
calculo extenso e elaborado, e conseqiientemente a um enfraquecimento da 
atratividade pedagogica. 

Recentemente o caso de Lagrange foi apresentado de modo alternativo 
e mais geral dentro do formalismo newtoniano, permitindo que ele possa 
ser facilmente abordado imediatamente depois da apresentagao do problema 
de dois corpos [0. Nesse traballio solugoes de triangulo equilatero foram 



obtidas para interagoes que vao alem do caso gravitacional. Essen, em um 



trabalho recente |T3[ (liomonimo a esse da Ref. [0); abordou o mesmo 



problema usando o formalismo lagrangiano, restringindo-se ao caso gravita- 



clonal e apresentando uma extensao ao problema de A^ corpos. Encorajado 
pelos resultado obtldos em [^ e segulndo os mesmos passes da Ref. ||12[, fol 



reallzada uma extensao do caso de Lagrange para um slstema de A^ corpos 



1^ buscando uma solugao para a qual a forga sobre cada um dos A^ cor- 



pos esta na dlregao do centro de massa do slstema (a mesma Imposlgao ja 



usada em |]T2| e |]T3|)- Isto realmente acontece para Interagoes gravltaclonals 
porque as forgas sao proporclonals as massas dos corpos, mas tambem pode 
acontecer para outras especles de Interagoes desde que certas condlgoes sejam 
satlsfeltas pelas massas dos corpos e constantes de forga. Como subproduto 
obtlvemos que os A^ corpos estao sobre os vertices de uma figura geometrlca 
regular durante todo o movlmento. Para o caso de Interagoes harmonicas 
chegou-se a conclusao que o problema de A^ corpos reduz-se a A^ problemas 
de um corpo, portanto os A^ corpos movem-se Independentemente, nao ne- 
cessltando estarem sobre os vertices de uma figura geometrlca regular. A 
condlgao envolvendo as massas dos corpos e as constantes de forga para as 
forgas harmonicas obtlda em [0 e |]14| tem a mesma forma que essa ja obtl- 
da em um trabalho anterior (usando o formallsmo lagranglano): condlgao 
necessarla para as coordenadas de Jacobl conduzlr a separagao de varlavels 



no problema de tres corpos com Interagoes harmonicas |]T5 

No presente trabalho apresentamos o problema ja abordado na Ref. ||T5[ 
mas desta felta usamos o formallsmo newtonlano. Veremos que este problema 
especial de tres corpos pode ser abordado com facllldade suficlente para que 
possa ser apresentado aos estudantes de clenclas exatas alnda no prlmelro 
semestre dos cursos de graduagao. A Importancla deste problema especifico 
nao e apenas pedagoglca tendo em vista que o problema de tres corpos, 
Interaglndo mutuamente via forgas harmonicas, tem sldo usado no calculo 



da espectroscopla de barlons no modelo de quarks |jT6[-|T^. Comegaremos 
revendo o problema geral de dols dols corpos e em segulda o problema de 
tres corpos com Interagoes harmonicas sem Inclulr a priori restrlgoes sobre 
as massas dos corpos e constantes de forga. 

2 O problema de dois corpos 

As equagoes de movlmento para dols corpos de massas mi e m2, locallzadas 
pelos vetores poslgao ri e r2, respectlvamente, podem ser escrltas como 

Fi{ri,f2) = mifi (1) 



F2{fi,f2) = m2r2 (2) 

onde Fi (F2) e a forga que o corpo 2 (1) exerce sobre o corpo 1 (2), e cada 
ponto sobre os vetores posigao fi e r2 denota uma derivada temporal. Observe 
que as forgas dependem dos vetores posigao dos corpos de forma que as 
equagSes (|l]) e (0) sao equagoes diferenciais acopladas. Introduzindo o vetor 
posigao do centro de massa e o vetor coordenada relativa: 

- _ rriifi + m2r2 , . 

mi + 1712 

r = Ti — r2 (4) 

OS vetores fi e r2 podem ser escritos como 

ri = R+ — — — f (5) 

nil + ^^2 

r2 = ri r (d) 

mi + 1712 

Quando (H) e (||) sao introduzidos em @j e (|) e considerando a forma fraca 
da terceira lei de Newton (nao se exigindo que as forgas tenham a mesma 
diregao da linha que une os dois corpos), resulta que 

MR = 6 (7) 

F(fi,f2) =^r (8) 

onde F (ri, 72) = Fi (ri, r2)) M e a massa do sistema e 

111 

- = — + — 9 

/i nil 1TT'2 

Considerando ainda que as forgas dependem das posigSes dos corpos apenas 
pelo vetor posigao relativa, chegamos finalmente a conclusao que 

F{r)=fj^r (10) 

Os resultados (|^) e ([l0| ) mostram que o problema de dois corpos sob interagao 



miitua foi finalmente reduzido a dois problemas de um corpo. Um dos pro- 
blemas e aquele de um corpo livre de massa igual a massa total do sistema 



localizado pelo vetor posigao do centre de massa. O outro problema e aquele 
de um corpo de massa /i, chamada de massa reduzida, localizado pelo vetor 
posigao relativa. Toda a dificuldade da solucao do problema de dois corpos 
reside agora na busca de solugao deste ultimo problema de um corpo. 

3 Um problema de tres corpos 

As equagoes de movimento para tres corpos de massas nii {i = 1...3), lo- 
calizados pelos vetores posigao fi {i = 1...3), respectivamente, podem ser 
escritas como 

Fi(fi,f2,f3) = mifi (11) 

F2 (fi, f2, fs) = m2f2 (12) 

^3 in, r2, ^3) = "^3^3 (13) 

Supomos que as interagoes miituas sao interagoes entre pares de corpos e 
que as forgas sao diretamente proporcionais a coordenada relativa (forgas 
harmonicas) : 

Fi = -7^12 (fi - fa) - Ki3 (fi - n) (14) 

F2 = -7^21 (r2 - ri) - K23 (f2 - fa) (15) 

F3 = -K31 (fs - fi) - K32 (f3 - f2) (16) 

Kij > sao as constantes de forga obedecendo a relagao Kij = Kji, em 
conformidade com a terceira lei de Newton na forma fraca. Observa-se aqui 
que a forma forte da terceira lei de Newton, estabelecendo que as forgas 
mutuas alem de terem os mesmos modulos e sentidos opostos tem que ter 
a diregao da linha que une os corpos, e automaticamente obedecida. Aqui 
tambem, mais explicitamente que no caso de dois corpos tratado na segao 
anterior, e visto que as equagoes de movimento sao equagoes diferenciais 
acopladas. As coordenadas de Jacobi sao definidas como 



^ _ mifi + m2f2 + m3f3 

nil + 1712 + ^3 
P = fi-f2 (18) 

7- ^ mifi + mafa 

A = r3 (19) 

mi + 1712 

onde R e a. coordenada do centro de massa do sistema de tres corpos, pea 
coordenada do corpo 1 relativa ao corpo 2, e A e a coordenada do corpo 3 
relativa ao centro de massa dos corpos 1 e 2. Em termos das coordenadas de 
Jacobi OS vetores posigao r^ podem ser escritos como 

r, = n-^X-^p (21) 

M Mi2 ^ ^ 

r"'3 = i?+^A (22) 

onde M e a massa do sistema e Mu = mi + m2 e a massa do subsistema 
constituido pelos corpos 1 e 2. Quando (lT^)-(p!6D e (pO|)-(l2^) sao introduzidas 



em ([TT|)-([T3D resulta que 

^ = (23) 

(24) 

(25) 



onde 



^+ 


UJiP = 


w:^ 


A + 


0^2 A = 


r ^ 

'- M2P 


1 
Ml 


1 

m,i 


1 
+ — 

m,2 
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1 

— + — 



1 

M2 mi + 771,2 ""^s 



(26) 
(27) 




^2 = ^ (^13 + K,,) (29) 

- m, ^^°^ 

Pode-se observar destes resultados que as coordenadas de Jacobi reduziram 
este problema de tres corpos ao movimento livre do centre de massa (P^D, 
conseqiiencia da ausencia de forgas externas, e ao movimento de dois os- 
ciladores harmonicos acoplados pela constante F, que anula-se somente quan- 
do Kism2 = K23'mi. 

Para desacoplar as equagSes de movimento no caso geral de massas e 
constantes de forga devemos recorrer a um outro conjunto de coordenadas. 
Vamos considerar uma transformagao de coordenadas que e uma mistura de 



uma transformagao de escala e uma rotagao [|T5|, |T8[, definida por 



cos(0) yi - —— sm{(j)) fa (31) 



Ml J '^''^ \Mi 

onde Me e um parametro com dimensao de massa e e um parametro de 
rotagao. A principio os parametros Me e (p sao arbitrarios. Inserindo (|3lD e 
( P^ ) em ( P^ e ( P5| ) encontramos novas equagoes diferenciais acopladas para 



as novas coordenadas: 

Vi + a Vi = im (33) 

^2 + P% = IVi (34) 



onde 



a = uj, cos (6) + Ur, sin (0) -j^ sin (20) (35) 

(M1M2)'/' 

3'^ = u\ sin2(0) + J, co^U) + -^ sin (20) (36) 

[MiM^f^ 



1 = \{ujI~ ul) sin (20) + -^j^^j^2 cos i'^^) (37) 

A eliininagao do acoplamento entre as equagoes diferenciais p3| ) e ( ^4] ) pode 
ser obtida se pudermos tomar proveito da arbitrariedade do valor do parametro 
(f) impondo que 7 = 0. Isto realmente acontece quando 

2r 

tan m) = -pj (38) 



Com (p dado por ( |38D finalmente obtemos as seguintes equagoes diferenciais 
desacopladas: 

^i + fi?^i = (39) 

^2 + ^2^2 = (40) 



onde Qi = Q+, Q2 = ^- e 



4r2 



.1/2 



MiM 



(41) 



As equagoes diferenciais (|3^) e (1^) descrevem o movimento de dois os- 
ciladores harmonicos desacoplados, cujas solugoes yi{t) e y2{t) sao bem conhe- 
cidas. Usando as transformagoes (|3ll)-(|32D, e em seguida (|20D -(p2D, obteremos 



as solugoes analiticas para fi{t). Desnecessario mencionar a solugao R{t) da 
equagao diferencial ([23|). 

4 Conclusao 

Neste artigo abordamos o problema de tres corpos interagindo mutuamente 
via forgas harmonicas. O problema poderia ter sido abordado com muito 
maior simplicidade se considerassemos desde o inicio corpos com massas e 
constantes de forgas similares no sistema de referenda do centro de massa 
(i? = 0). Encontrariamos entao que as coordenadas de Jacobi teriam tido 
o exito procurado. Optamos por nao impor tal severa restrigao a priori, e 
mostramos que as coordenadas de Jacobi nao desacoplam o problema no caso 
geral mas somente quando Ki3m2 = K23mi, um resultado que contrasta com 



esse encontrado na literatura [0-|]T3' onde considera-se que o desacoplamen- 
to ocorre para massas genericas e constantes de forga similares. A assimetria 
apresentada por essa condigao sine qua non para o desacoplamento surge em 
decorrencia da assimetria na definigao das coordenadas de Jacobi p e X. Em 
geral, as coordenadas de Jacobi conduzem o problema de tres corpos inter- 
agindo mutuamente via forgas harmonicas ao problema do movimento livre 
do centro de massa mais dois osciladores harmonicos acoplados, ainda que as 
constantes de forga sejam identicas. Tambem mostramos que existe um outro 
sistema de coordenadas que conduz a separabilidade no caso geral. Restringi- 
mos nossa atengao ao caso de tres corpos mas pode-se verificar que extensoes 
para o caso de A^ corpos sao tambem passiveis de solugoes analiticas. Para 
o problema de quatro corpos, em particular, precisariamos redefinir o vetor 
posigao do centro de massa e acrescentar uma nova coordenada de Jacobi, 
essa nova coordenada descrevendo a posigao do corpo 4 relativa ao centro 
de massa dos corpos 1, 2 e 3. Quando as massas e as constantes de forga 
sao similares as coordenadas de Jacobi per se conduzem a separabilidade 
deste problema de quatro corpos, em caso contrario deveremos recorrer a 
um sistema de coordenadas adicional, misturando transformagao de escala 
e rotagao no espago tridimensional, quando entao deveremos lidar com tres 
parametros de rotagao relacionados com os angulos de Euler. Estas tarefas 
sao deixadas para os leitores. 
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